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Corrigé de la première composition de mathématiques 


Théorème de Morley (1860-1937). Les trisectrices d’un triangle et les 
18 triangles équilatéraux associés. 


Corrigé d’Alain Tissier 


Partie 1 
Une identité remarquable 


On note # un corps commutatif et G l’ensemble des bijections affines de À sur . 


1. Récitons le cours: 

Les applications k-affines de k dans À sont les x -— ax + b où a et b parcourent R; 
notons T(a, b) cette dernière application. 

Parmi ces applications affines, celles qui sont bijectives sont celles dont la partie 
linéaire x — ax est inversible, e. a # 0. 

L'écriture de g sous la forme T(a, b) est unique : b = g(0) et a = g(1) — g(0). Donc 
(a,b) — T(a, b) est une bijection de k” X k sur G, le groupe affine de k. 


2. On note M(g) la matrice (é 1) sig = T(a,b). Cette matrice M (g) est inver- 


sible (car a est non nul). L'application g -— M(g), de G est injective. L'action de 


(8) sur le Vecteur KL) de k? se traduit par : M(£) ie ca (ee ) ) . Il en résulte que, 
pour £, h de G, on 2: | 


mu(e) = (60) to ( #7) = (1) 
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et M(gh) = M(e)M(h). 

Donc gt M(g) est un isomorphisme de G sur un sous-groupe de G£(k). 

Soit g = T(a;,b;) pour i = 1,2,...,n. Posons 4, = 8182.81 = T(an,0h). Montrons 
par récurrence sur # que: 


On = 4142... 4n3  [Ün = bi + &b2 + a1@2b3 +... +a: dd 0%. 


C’est en effet vrai pour n = 1. 


On a, pour tout x, @,x + B, = an-1(anx + by) + Ph-1, donc ay = Gn-14n et 
On = An-10n + Pn-1, Ce qui assure la transmission par récurrence. 


En particulier, si tous les g; valent g = T{(a, b): 
Lx) = d'x+(1+a+.…+a" tb. 


Pour n — 3: 
D (x) = x+ (a +a+1)b. 


— b 
Pour calculer g”! (x), on inverse : g(y) = x si et seulement si y = = et: 
1 b 
| =, te 
g_ (x) = TX 
Finalement : 
1 b\: 
+ ES 
+ 1)b L — —- 
né=(s PTT & mare a a). 
0 1 0 ! 


| 4 
3. Soitg = T(a,b) dans G. On cherche les points fixes de g. Il y a trois cas : è 


eg—=Id: a=1etb = 0. Tout point est fixe. 


e gest une translation véritable x x+b: a = 1etb # 0. Aucun point n’est fixe. 


e g n’est pas une translation: a £ 1. Alors g admet un et un seul point fixe \ 
— a 
On fixe trois éléments 1, #2, g3 de G. On pose T{g) = (ai,b:) pour i = 1,2,3; 
3 3 3 
g= 88283 et T(e) = (ab). 


see 
+ 


4. L'application qui à g associe a telle que M(g) = T(a,b) est un morphisme de 
groupes de G vers k*. 


Les formules générales établies au 2 montrent d’abord que: 


3 3 3 
a = 4j 4] 4j 424242434343 — dy A da : 
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Puis : 
2 3 3 3 2 3 3 de nor 
b=bi+abi+ ab; + a)b2 + a;a2b2 + a; a;b2 + a; a,b3 + aja;a3bs3 + a;a;a;bz 
= Aj1b1 + 42b2 + A3b3 
3 2 
où A=1+a +4; A2 = aÿ(1 + a + a); A3 = aa, (1+a3 +as). 


On suppose ici que g182, 8283 et 8381 ont chacune un point fixe unique, noté respec- 
tivement @&, Ü, y. On pose : 


P = 4j a@; b'= (1 — aya2)(1 — a2a3)(1 — aa )(a + pB + p°?7). 


5. Ona 9,9 =? (ae, bi + æb2). 


L’unicité du point fixe de g,g2 revient à aja2 # 1. De même, aa; £ let a3a # 1. 
Ces points fixes sont : 


b, + aib2 b3 + ab; b3 + a3b; 
a=ttan, g_htes, ,_ Stan 
1 — aja2 1 — a)a3 1 — a3€] 


On en déduit b/= A! b; + A5b2 + Ab avec: 


© Al =(1-aa3)A! et AÏ =1—aza +(1—aa)a3p? = 1—p° +a3(p? —-&); 
A, =(1-asa)4; et 47 = (1 aa3)a + p(1 — aie) = &1(1 — pa); 
A; =(1-aa)Aj et Aj = paz(1 — pas). 


6. On suppose ici 1 + p + p? = 0. Donc p° = 1, 
On peut alors écrire A! = p°a3(1 — pa). 


Recalculons (avec (x — p}(x— p?)=x?+x+1): 


‘ a 
Ai = (1— a2a3)p?a5(1 — pa) = PC — pai)(ai — p) 


Cr D a3 
Me x — — = —— À. 
a (o æ)(p a) Fr 1 
A3 = (1 — aa )ai (1 ) À (p — a2)(p? — a) sé Gs 
ra a —_ = —p— 2E _ = — = — ; 
341 a: pa Re P 2)(P 2 = a? : 
A3 = (1-4 2@, 3 ___ 2 43  &,. 
14 a (1— = — — — — € = — —— = —-—A;. 
2)pa2(1— pas) = —p 2 (p°—a3)(p—a3) = —p 23 a a> es 
Par linéarite - 


a3 
D'= (4h; + A2 + A3b3) = — 6. 
Gi ai 
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7. On suppose que g1#2g3 admet un point fixe unique, donc que p = a,aa3 £ 1. 
On veut montrer léquivalence des conditions : 

() eee = Id; 

(ä) 1+p+p°=0 et a+ Bp+7yp =0. 

Ona 88 8 —T(a,b) avec a — p° et b= Ajbi + A2b2 + A3b3. 

Si on suppose (1), alors p° = 1 et b = 0. Mais p Z 1. Le polynôme X? — 1 se 
décompose dans k[X] : XŸ-—1—(X-1)(X?+X+1). 

Donc (p — 1)(p° + p+1) =0etcommep £ 1,onap?+p+1—0. 

On a donc, avec 6, b' — e. — 0. Mais l’expression de b’ et la non-nullité de 


ai 
1 — aja2, 1 — a2a3, 1 — a3a; montre que @ + Bp + yp? = 0, 


Supposons (&), alors p? = 1 et b’ = 0 ; donc b = 0 et on retrouve (5). 


8. Ici, À est de caractéristique 3. 


On observe que dans ce cas X 2 + X + 1 possède 1 comme zéro double : 
X?+X+1-=(X-—1). 


Autrement dit, 1 + p + ne = 0 revient à p = 1. 
On simplifie 7 dans ce cas. On a l’équivalence des conditions : 


(1) 818 8 = Id; 

(ä) p=1 et a+B6+7%=0, Li | 
Di l'on p+ppere- que {z41 Cie 4°92 25; admelum nique p Pèe ) prun prune 
appliquer Lis StC=A on nésoct de ctemonr (par 6 10 


? = = À | 
(@ = À => e=1 => e = 4 , 
9= Td ji € EM Ke D à 51 
= Partie 11 ** CP € RSS 
Le théorème de Morley 


Ici,.k = C. 


1. Récitons le cours : 

Les déplacements de € (plan affine réel euclidien) sont les, éléments de G: 
2+-— az + b tels que [a] = 1. 

Les anti-déplacements de € sont les transformations s’écrivant z + az + b avec 
[a] = 1. Ce ne sont pas des éléments de G. 

Donc une isométrie de C est un élément de G si et seulement si c’est un déplacement, 
1e. une rotation ou une translation. Un élément z+-— az + b de G est une isométrie 
si et seulement si |a| = 1. 
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2. Soit a, B, y des complexes distincts. Montrons l’équivalence de : 


() le triangle de sommets à; B, 7 est équilatéral ; 


(ii) il existe une racine cubique P de 1 autre que 1 telle que: 


a+ Bp+7p° = 0. 


.n 
4 eva 


Les racines cubiques de 1 autres que 1 sont les zéros de 1 + X + X Ve 

La propriété (5) revient à dire que @ est transformé de {3 par une rotation de centre 7 

d'angle Lou = Je complexe e#iT/3 est —p où p est une racine cubique de 1 autre 
3 3 


rs + 2. 
que 1. Donc (1) revient à & — 7 — —_p(B — y) où p vérifie 1 + p+p° = 0. Comme 
—1-—p= p?, on retrouve (ii). 


3, Soit deux droites D et D' concourantes de C. Récitons le cours : 


Le produit des symétries orthogonales sp'0sp est la rotation de centre à, l'intersection 
des deux droites, et d’angle 2(D, D’) où (D, D”) est l’angle des droites D et D’. 

Soit trois points 4, B, C non alignés de C. On note a, b, c les angles de droites 
(AB, AC), (BC, BA) et (CA, CB), et M, 2, ha les rotations de centres respectifs À, 
B, C et d’angles 2a, 2b, 2c. 


4. D'après 3, on décompose chaque rotation : 
hj=scaosas M=saBO©sBcs h3 —SBc © SCA. 


Puis h1 © h2 0 h3 = 5cA © S4B © SAB © SBc © SBC © SCA — SCA © SCA Id car toute 
symétrie est involutive. 


À partir de À (resp. B, C), on choisit les droites A4 et A!, (resp. Ag et Ag; Ac 
et A4) telles que les trois angles de droites (4B, A4), (A4, A!) et (A4, AC) (resp. 
(BC, As), (A8, Ab) et (Ah,BA); (CA, Ac), (Ac; AG) et (Ac, CB)) sont égaux. 
On note a’ (resp. b/, c') l'angle de droites (4B, A4) (resp. (BC, Ag); (CA,Ac)) et 
81» 82» 83 les rotations de centres respectifs À, B, C et d’angles 2a/, 2b', 2c°. 


5. Onobserveque a = 3a/modz, b= 3b'modm, c= 3c'mod, etque gi” =f 

pouri=— 1,2,3. (où A; :@:) 

La transformation gi o g: est un déplacement dont la partie linéaire est la rotation 

vectorielle d'angle 2(a'+ b'). Supposons un instant a!+b'=0modr ; alors, vu que 
_ A + 

a = 3a'modr et b = 3b/modr d’après la définition, on a aussi a + b = Omod", 

donc c = Omodr et le triangle ABC est aplati, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Donc gi 0 g2 est une rotation véritable. 


On décompose £1 = SA, © SAB et £g2 = SAB © SA, 3 ainsi £g1° 82 — SA4 SES 
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, : ! . : 
Le centre a de g1 o g2 est l'intersection de A4 et A3 (ces droites sont bien concou- 


rantes Car g1 © g2 est une vraie rotation). 


A 
x 3 ; , : . ! o à 
De même, g> &$t une vraie rotation de centre B, l'intersection de Ag et ÀÇ et g3 est 
. a à . ! 
une vraie rotation de centre 7, l'intersection de Ac et A4. 


6. On veut prouver que @, 3, 7 sont distincts. Supposons un instant au contraire 
que, par exemple, & et G sont confondus. Alors : 


e ou bien @& et {3 sont confondus avec B, ce qui entraîne successivement : B est sur 
Ây; a'=Omodr; a= 3a=0mod#x et le triangle ABC est aplati : FAUX ; 


e ou bien & est distinct de B, ce qui entraîne successivement: les droites Ag et À 
sont confondues (elles passent par Bet @); b'=Omodzr; b=O0Omodr; letriangle 
ABC est aplati : FAUX. 


7. Le déplacement g182g3 a pour partie linéaire la rotation d’angle 2(a°+ b'+ c'. 
Dire que g1£2g3 admet un point fixe unique, c’est dire que a’ + b'+ c’ n’est pas un 
multiple de 7. 


Dans ce cas, vu que gg 8 =Whh,= Id, le triangle «y est équilatéral. 


. - P De al ue D A Le nn 

NG ) Ga a apphque L;, 7 Ce MA Er 3292 = f,B, h, =ZId VO CNNEE 
PA T4 9+ pu Le aile di= RER affot- gi var state de 
À skd'angle 3(2a') =2a ,domt 9328, (denèm arc, hs), 
8. Tout revient à choisir des angles de droites a’, b', c' tels que 34° = amodr, | 


. . e LT T \ 
3b'= bmodr, 3c’ = cmod 7. Il y a trois choix possibles pour chacun, à 3 Près. Cela 53 
nous donne a priori 27 choix. Mais on obtient un triangle équilatéral si et seulement 


T 
si a" + b"+ c' n’est pas un multiple de r. On observe que a/+ b'+ c' = 0 mod —. Les 


valeurs a” et b”’ étant données telles que 3a’ = amod x et 3b’ = bmod x, il y a deux 
choix possibles pour c’ qui évitent la valeur nulle à x près pour la somme. Donc, au 
total, 18 choix. 


Partie III 
Triangles de Morley de la trisection 


On garde le cadre de la partie II mais on suppose désormais que le triangle ABC est 
direct. 
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1. Le triangle ABC est direct si et seulement si la base (4B, AC) est directe, 1.e. 
det (AB, AC) > 0. Or: 


det (AB, AG) = det (AC, BÀ) = det (AB + BC, BÀ) = det (BC, BÀ) > 0. 


Donc le triangle BCA est direct et il en est de même du triangle CAB. 


ss vis 


2. Soit M un autre point que À ; montrons que sont équivalentes : 
(:) (4B, AM) est une base directe ; 
(it) la mesure principale de l’angle de vecteurs (AB,AM) est strictement entre Det x. 


En effet, det (AB, AM) est du signe de sin 6, où @ est cette mesure principale. 


3. Soit M un point autre que À; soit (u,v) les coordonnées de M dans la base 
(AB, AC) et 04, ao les mesures principales des angles (4B,AM), (AB, AC). Mon- 
trons l’équivalence de : 


() .H> 0 ét v>40; 
(si) O0 < 04 < &. 
Pour cette question, utilisons un repère orthonormal direct (A,i,5) où 1 est le vec- 


teur unitaire positivement lié à AB. Les coordonnées de B, C, M dans ce repère sont 
respectivement (xg,0) avec xp > 0, (xc,yc) avec yc > 0, (xm,3m). 

Par identification : x = xp + Vxc Et YMm = VYC. 

Dire que 04 > 0, c’est dire que yy > 0 et c’est dire que v > 0. On suppose ceci 


acquis. 


: 5 X X : : 
54 Dire que 04 < ao, c’est dire que cotan 04 > cotan ao, 1.e. SEC . 1.e. (comme à 
VM YC 
présent ym > 0): xmyc — xcym > 0, ce quirevientà: uxmyc > 0,1e. p > 0. 


La preuve est complète. 


On note de plus 08, bo les mesures principales des angles (BC, BM) et (BC, BÀ). 


* 4. On veut montrer, pour M distinct de À et B, l’équivalence de: 
(:) M est intérieur au triangle ABC ; 
() O < 04 < a et 0 < 08 < bo. 


On utilise 3. La condition (#) revient à : 
AM = LAB + vAC et BM = BC + v'BÀ 


4 ! 2 . DE 
où Li, LV, ', v'sont des réels strictement positifs. 


( Fvon Le compléments à le Pen du document » 
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La première relation peut s’écrire M = (1 — y — v)A + LB + vC, mais encore : 
BM = vBC+(1-yu-—v)BÀ 


donc, en particulier, 1 — y — v =v'> 0. 
Ainsi M = v'A + uB + vC est un barycentre de À, B, C à coefficients > 0. 


Étudions le problème réciproque : supposons M intérieur au triangle ABC. Il existe 
trois réels > 0 de somme 1: À, L, v tels que M = ÀA + LB + vC. 


Donc AM = LAB + vAC et BM = XBC + vBC et on retrouve (5). 


5. et 6. On réétudie d’abord en termes d’angles de droites la question 3. 
Notons w4 et w8 les angles des droites (AB, AM) et (BC, BM). 


Supposons 0 < 4 < ao et O0 < w8 < b9. Montrons alors qu’en fait 04 = 4 et 
Êg = @B, Si bien que, . 4, ut est intérieur 2 ose ABC. (a ri ue Et Put 
Di M est Leur & A@BC O<bacas et cÜBCb, d'a IT = 
En effet, p osons M < XA + uB+ vC avec AE u+v=1; bn a a: r= me ete use 
dmce OCPy=bnce a 


ekÆ S<t-6sch ) 


AM = LAB + vAC et BM = XBÀ + vBC. 


Onaoubien: 04 = vA4 et u > O0 et v > O0, 
ou bien: 04 = va +r et y < 0 et v < 0. 
De même : 

ou bien: 08 =vp8 et ÀA>0etv>0; 

ou bien: 08 =op+r et À <0 et v < 0. 
Si 04 = pA +7, vu que v < 0, ona 08 = pB +7 et finalement À < 0, y < 0 


et v < 0, ce qui est incompatible avec la condition À+yu+v = 1. Donc 04 = w4, de 
même 08 = 8 et M est intérieur au triangle ABC. = 


55 


Choisissons pour a, b, c les mesures principales, comprises entre 0 et x. 


Ona:a— (4B, AC), b = (BC, BÀ), c= (CÀ, CÈ) ; donc: 
a+b+c= (AB, AC) + (BC, AË) + T + (AC, BC) = 7 mod 27. 


Ce n’est possible quesia+b+c="r. 


| On voit qu’un triangle de Morley est intérieur au triangle ABC si et seulement si 
0<a'<a O<b'<b, O<c'<c. 

ù a b c 
. La solution a' = 3 b'— eL c'= 3 convient toujours. 


Les autres éventuelles solutions sont données par : 


Te: 


y a+RT 
a —= 


pe OPA FR ms 
R 3 3 


OÙ k, h, m sont des entiers valant 0, 1 ou 2, avec de plus k + h + m + 1 non 
multiple de 3. 
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< a si et seulement si a > 7 : impossible ! 
Donc les valeurs 2 pour k, 4, m sont éliminées. 


On a EU 


: . T 
< a s1 et seulement si a > + 


Donc, si le triangle 4BC est acutangle ou rectangle, il y a un seul triangle de Morley 
PT 


Sia > : (alors b & = etc X=), un deuxième triangle de Morley apparaît, donné 


cet pie 2 £! 
3 


par a’ = : 
= 


Complrmants : Bubss démonsbreuhions piles 


IT 1) Dire que la base (Gé, BÀ) a même orientation que (48, AC) revient à dire que 


det(x8,10) (B£, BÀ) > 0. Comme 


det (38,40) (56, BÀ) = det (33, AC) (- _AB + AC, -AB) = . 1 Fe | ER 


on constate que les bases (48, AC) et (sc, BÀ) ont toujours la même orientation, et l’on peut 
affirmer que la base (BC, BÀ) est directe. On raisonnerait de même avec le couple (CA, CB). 


Remarque : On a montré que le triangle ABC est directe si et seulement si le triangle BCA est 
directe. On a donc prouvé les équivalences : 


(48, AC) directe & (BC BÀ) directe & (CÀ CB) directe 
ou encore, si l’on préfère parler des triangles : 


ABC direct & BCA direct & CAB direct 


2) Posons 04 la mesure principale de l’angle (48, AN ). Posons €’; = 7 et notons €’2 le vecteur 
unitaire directement orthogonal à €’ (cela signifie que la base (1, €’2) est orthonormale directe). 


L’assertion 0 4 — (48, AM ) (2r) signifie que la matrice de la rotation r amenant 


cos04A —sin01 

sinO1  cosÛ\ 
dans n’importe quelle base orthonormale directe du plan. Si l’on choisis la base (T1, €°2), cette 
condition équivaut à 


AB A 
AB SU 4m est 


AM 


Am = cos 04 €: + sin 04 € 2. 
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Ainsi 
AB, A it AB cosô\1 
( ) irecte & det(æ,22) ((AB, A)) > 0 ü- seal 0 
+ sin04a>0S0<01<7r. SN 


TL ,3) Par hypothèse, en 
(æ,a) à 


PA = Au = cos 0 A € 1 +sin04 €” 2 


A 
ao — |AB,AC) & — = cosap € 1 + sin ag €"2 
Gr) - À 


avec —7T < 01 < 7 et 0 < ap < 7. En remplaçant dans AM — uAB + AC, on trouve 
AM (cos 04 € 1 + sin 0Ae2) = up AB € 1 +v AC (cosao ei + sin ao € 2) 
soit 


AM cos 0 À = 1 AB + v AC cosag 
AM sin 0 4 = v AC sin. 


On a sin ao > 0 puisque 0 < ap < x, donc 


= PE AM sin 04 AM sin 04 
(uu)= (3 | AA co504 sin a cos] ? AC sin 2) 


AM sin (ao — 04) AM sin04 
ABsinao * AC sinao / 


On a —7 < ap — 0 A < 2x, donc 


ie rt as tt nl 


v>0 sin 04 > 0 O<Oa<r & 0 < 04 < &. 


ZT, 4) Notons (a, 8,7) les coordonnées barycentriques normalisées, ie. telles que & + B + y = 1, de 
M dans le repère affine (4,B,C). Notons Int (ABC) l’intérieur du triangle ABC. La question 
précédente appliquée deux fois nous permet d’écrire 


. AM = BAB + yAC 0 < 04 < a 
M € t(ABC) = do; Bi € Rj PR + { 0 < 08 < bo. 


Pour montrer la réciproque et conclure, il suffit de vérifier que l’implication à ci-dessus est en fait 
une équivalence. Si à, #, y € R°, alors 


{ Al = BAB + yAC -{ OM =(1-8-7)OÀ +608 +00 
BM = oBÀ + BC. OM = a0Â+(1-a-OB +08 


et M sera de coordonnées barycentriques normalisées (1— 8 — 8,7) ou (a,1—-a—7,7). Par 
unicité de ces coordonnées, 1 — 8 —— œ et M admettra les coordonnées barycentriques strictement 
positives à, 5, y dans (4, B,C), ie. M € Int (ABC). 


